Kombinatorika — reseni s vysvétlenim

Variace, permutace, kombinace, kombinacni ¢isla, faktorialy

Jak poznat, co pouzit

1. Zalezi na poradi? Ano = wvariace (kdyz pouziju vSechny prvky, jsou to permutace). Ne
= kombinace.

2. Mohou se prvky opakovat? Pak jde o variace / permutace s opakovdnim.

3. Pravidlo soucinu a souctu: délam-li vice kroku zdrovern (prvni a druhy), nasobim.
Déli-li se tuloha na pripady bud — nebo, sCitam.

n! n n!
V(n, k)= =R C(n, k) = (k) iy = h) P(n) =n!
!
V'(n,k) = n* (s opakovanim p=_" permutace s opakovanim)
kilko!---

Upravy vyrazu s faktorialy

Klicovy trik: vetsi faktorial rozepiSseme pomoci mensiho, napr. (n +4)! = (n +4) - (n + 3)!.

n?—16 n?+5 3
Al 13 (nt2)
n?—16 (n—4)(n+4) n—4
m+4)!  (n+4d)n+3)! (n+3)!
2n—4)+n*+5 n*4+2n-3 (n+3)(n—-1) n-1
(n+3)!  (n+3) (n+3)(n+2)!  (n+2)
n—1 3 o on+2 n+ 2 1

a2l 2l 42! )t D) (nt1)
Podminka: n € Ng.

n?—9 6 1
R e A prave T Rl prgrg
n-9 (n-3)(n+3) n-3 1 n+2
(n+3)! (m+3)(n+2)! (n+2) (n+1)!  (n+2)
n-3+6-(m+2) 1
(n+2)! (n+2)!

Podminka: n € Ng.

(n+2)! (n—1)

) T T oo
(n+2)§Z+1)n! B (n—(nl)_(g)_'w =n+2)(n+1)—(n—1)=n+3n+2—n+1=n+2n+3

Podminka: n > 2 (aby existovalo (n — 2)!).
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Rovnice s kombinac¢nimi cisly a faktorialy

Uzite¢né vzorce: (8) = (Z) =1, (’f) — ( n ) —n, (921) _ ( n ) _ n(n2,1).
a) (o) + (G -GE) =1

(x4 1)z
2

1+10(z+1)—4- =1 = 10(@+1)=2z(x+1) = 2z =10

Podminka x > 1, vysledek = = 5.

) (P -0 =5 -0
(z+2)(z+1) (z-1)(z-2) z?

== 3
2 2 2

Leva strana: & +3x+2) (2% -32+2) _ 34, Tedy 2 — 6x — 16 = 0, (x — 8)(z +2) = 0.
Podminka x > 3, Vysledek r = 8.

22 +1
C) (:pf2)+(mf1) = 2
—1 241
:1:(1:2)+$_1:2+ = 22 —z+2r=241 = z=1

Podminka je ale x > 2, proto nema reseni.
(n+6) _  (n—4)
(n+4)! (n—5)!

(n+6)(n+5)—n(n—4)=5m+80 = 15n+30=5n+80 = 10n =50
Podminka n > 5, vysledek n = 5.

e) 5(:i7) — (1) =20) (1))
5(z4+8)—2=2-1-(z+1)- 2z = 20> -2 -40=0 = (z—5)(z+4)=0
Podminka x > 1, vysledek = =

£) )+ () =4
x(x —1) n (x—1)(z—-2) (z—1)(2r—2)
2 2 B 2
To neni prirozené Cislo, proto nema reseni.

d) = 5n 4 80

=(@-1P2=2" = -20+1=0 = z=1

Kombinatoricka pravidla

1. Dfevo a doplnky 84 = d)

Ulohu rozdélime na dva pifpady, které nemohou nastat zaroven: dievo je bud svétlé, nebo tmavé.

o Svétlé drevo (7 druha) jde k 4 ,svétlym® + 2 univerzalnim doplikium, tj. 6 dopliki. Ke
kazdému dfevu mohu dat kazdy doplnék: 7 -6 = 42.

o Tmavé dfevo (6 druht) jde k 5 + 2 = 7 doplnkim: 6 - 7 = 42.
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Piipady séitdme: 42 4+ 42 = 84. To neni mezi a)—c), proto odpovéd d).

2. Cesty z Jedlové do Smrkové pres U malin 30 = ¢)

Z obrazku ¢teme pocty cest mezi misty: Jedlovd — U malin 3, U malin — Smrkova 1 (pfimo), U malin
— Vyhlidka 3, Vyhlidka — Smrkova 3. Turisté musi projit pres U malin. Pak maji dvé moznosti:

e U malin — primo Smrkova: 3-1 = 3.
¢ U malin — Vyhlidka — Smrkova: 3-3-3 = 27.

Useky jdou za sebou, proto nasobime. Dvé varianty trasy s¢itdme: 3 + 27 = 30. Dlouhy oblouk
z Jedlové vede mimo U malin, proto se nepocita.

Kombinace

1. Pridam 1 prvek, kombinaci 3. tridy pribude 6 4

,<Kombinace 3. tfidy z n prvku“ = pocet trojic C(n,3). Zadani: C(n + 1,3) — C(n,3) = 6.
Pomiicka: kdyz priddm novy prvek, nové trojice jsou pravé ty, které ho obsahuji — k nému dobiram
2 ze starych n prvka, tedy pribude C(n,2).

-1
n<n2):6:>n(n_l):12:>n:4
2. Ctyf'élennych kombinaci je 20X vic nez dvouclennych 18
Cln,4) = 20C(n,2) » " )(n24 J(n=3) _ 0 n(nQ)

(n—2)(n—3)=240=16-15 = n =18

3. Pridam 4 prvky, dvojic pribude 30 6

(n+4)(n+3)—n(n—-1) _8n+12

C(n+4,2)—C(n,2) = 5 5

=4n+6=30 = n=206

4. 10 vyrobku, 3 vadné, vybiram 5

Krabici si rozdélim na dvé hromadky: 7 dobrych a 3 vadné. Poradi vybéru nehraje roli —
kombinace. Zv1ast vyberu z vadnych a zvlast z dobrych a vysledky vynasobim.

e a) zadny vadny: vSech 5 z dobrych: C(7,5) = 21

e b) pravé 1 vadny: 1 ze 3 vadnych a 4 ze 7 dobrych: 3-35 =105

e ¢) nejvysSe 1 vadny = 0 nebo 1 vadny, pripady s¢itdm: 21 4+ 105 = 126
e d) pravé 2 vadné: 2 ze 3 vadnych a 3 ze 7 dobrych: 3 -35 = 105

e ¢e) nejvyse 2 vadné = 0, 1 nebo 2: 21 4 105 + 105 = 231

o f) alespon 2 vadné = 2 nebo 3. Se 3 vadnymi beru vSechny vadné a 2 dobré: C(7,2) = 21.
Celkem 105 + 21 = 126

Kontrola: vsech vybért je C'(10,5) = 252 a 231 4+ 21 =252 v

5. Primky urcené 10 body

o a) Piimka je ur¢ena dvojici bod a na pofadi bodi nezalezi: C(10,2) = 45.
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« b) Ctyii body lezi na jedné piimce. Mezi nimi je C(4,2) = 6 dvojic, ale vSechny uréuji tutéz
piimku. Téch 6 odectu a jednu piimku pfictu zpét: 45 — 6 + 1 = 40.
6. Trida: 10 chlapci, 12 divek
o a) Dvojice z 22 lidi, poradi nehraje roli: C'(22,2) = 231.
e b) 1 chlapec z 10 a 2 divky z 12: 10 - C(12,2) = 10 - 66 = 660.
e ¢) Petr je ve skupiné jisté, dobirdm jen 2 ze zbylych 21: C'(21,2) = 210.
e d) Chlapec nesmi byt Petr, vybirdm ho z 9: 9 - 66 = 594.

7. Sachovnice 5x5, tii figury na diagonale 20= B
Figury jsou stejné, takze nezalezi na poradi — kombinace. Kazd4 diagondla ma 5 poli, vybiram 3:
C(5,3) = 10. Hlavni diagonéla 10 moznosti, vedlejsi také 10.
Nezapocitam néjakou trojici dvakrat? Ne — diagonaly maji spolecné jen prostiedni pole, t¥i figury
se na obé vejit nemohou. Celkem 10 + 10 = 20.
8. Trojice otazek 1900
Ze skupiny 1 vyberu 1 otazku z 10. Ze skupiny 2 vyberu dvojici — u dvojice nezalezi na potadi:
(C(20,2) = 190. Oboji délam zdrover, proto nasobim: 10 - 190 = 1900.
9. Fotbalovy turnaj 2200 K¢
,Kazdy s kazdym*“ = zépas je dvojice tymi, pofadi nehraje roli: C'(4,2) = 6 zapasi. Cas:

e hraci doba: 6 - 90 = 540 min,

e prestavka v polocase kazdého zapasu: 6 - 10 = 60 min,

o prestavky mezi zdpasy: mezi 6 zapasy jsou jen 5 mezer: 5 - 10 = 50 min.

Celkem 650 min = 10 h 50 min. Plati se kazda zapocatd hodina, tj. 11 hodin: 11 - 200 = 2200 K¢.

Variace, permutace

1. Uberu 1 prvek, variaci 2. tridy ubude 16 9

Variace 2. tiidy jsou usporddané dvojice: V(n,2) = n(n —1).

nn—1)—(Mn—-1)n-2)=n-1)-2=16 = n=9

2. Variaci 4. t¥idy je 20X vic nez 2. tridy 7
nn—1)(n—-2)(n—-3)=20-n(n—1) = (n—2)(n—3)=20=5-4 = n=7

Zkouska: V(7,4) = 840, V/(7,2) = 42, 840 : 42 = 20 v/

(U kombinaci v prikladu 2 vyslo 18, protoze se navic déli 4! a 2!.)

3. Cisla mezi 300 a 5000 z cifer 2, 3, 4, 7, 8 120

Na poradi cifer zalezi (34 # 43) a cifry se neopakuji — variace. Rozdélim podle poctu cifer:

o Trojciferna (> 300): prvni cifra nesmi byt 2. Zbyvaji 3, 4, 7, 8 = 4 moznosti, na dalsi misto
4 cifry, na posledni 3: 4-4 -3 = 48.
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 Ctyfciferna (< 5000): prvni cifra musi byt mensi nez 5: 2, 3 nebo 4 = 3 moznosti, pak 4-3-2:
3:24="72.

o Péticiferna jsou vSechna vétsi nez 5000, dvojcifernd mensi nez 300 — nepocitame.

Celkem 48 4 72 = 120.

4. Péticiferna cisla z ¢islic 0, 1, 2, 3, 4, 5
Hlavni past: nula nesmi byt na zacatku, jinak by ¢islo bylo jen ¢tyfciferné.
a) Cislice se neopakuji. Mista vypliiuji zleva a pouzité &islice Skrtam:

o 1. misto: 5 moznosti (cokoli kromé 0), 2. misto: 5 (nula uz smi, jedna ¢islice je spotfebovand),
pak 4, 3, 2.

e Vsech ¢isel: 5-5-4-3-2=600. (Jinak: V(6,5) — V(5,4) = 720 — 120.)
Délitelna 5 — konci 0 nebo 5:
e konci 0: nula je vzadu, prvni misto nemé omezeni, 4 pozice obsazuji ¢islicemi 1-5: 5-4-3-2 = 120,
e konci 5: nula je volnd, takze na zacatku smi jen 1, 2, 3, 4: 4-4-3 -2 = 96,
e celkem 120 + 96 = 216.

Suda — konéi 0, 2 nebo 4: 120 + 96 + 96 = 312.
Proc¢ délime podle posledni ¢islice? Kdyz je nula na konci, ,,ubere se“ z nabidky a prvni misto pak
nema zakaz. Kdyz na konci neni, prvni{ misto musi nulu jesté vynechat.

b) Cislice se mohou opakovat. Kazdé misto mé 6 moznosti, jen prvni nesmf{ mit 0:
e viechna:5-6-6-6-6=>5-6% = 6480,

« koncici 5: posledni misto je dané, prvni ma 5 moznosti, prostfedni t¥i po 6: 5 - 6 = 1080.

5. Sestimistné kédy 27000

Lichych ¢islic je 5 (1, 3, 5, 7, 9), samohlasek 6 (a, e, i, 0, u, y). Znaky se sméji opakovat, takze kazdé
misto ma porad stejny pocet moznosti. TTi mista po 5 a tfi mista po 6:

5:5:-5-6-6-6=125-216 = 27000

6. Knihy na polic¢ce 435456 000
Poradi skupin je dané: nejdiiv ceské, pak anglické. Staci zvlast sefadit ceské (10!) a zvlast anglické

(5!). Oboji plati zarover, proto nasobim:

10! 5! = 3628800 - 120 = 435456 000

7. Vagény rychliku 3780

Vagont je 2+ 144+ 2 =9. Kdyby byly vSechny rizné, bylo by 9! poradi. Nékteré jsou ale stejné
— kdyz prohodim dva stejné lizkové vozy, vlak vypada porad stejné. Proto délim poctem prohozeni
stejnych vozu (permutace s opakovanim):

9! _ 362880

= = 3780
201141 2! 96

8. Rozvrh 665 280; 332 640; 55440

7 12 predméti vybirdm 6 a zalezi na poradi (prvni hodina neni totéz co druhd) — variace:

V(12,6) =12-11-10-9- 8- 7 = 665280
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« s matematikou: matematiku ddm na jednu ze 6 hodin (6 moznosti), zbylych 5 hodin obsadim
z 11 predméti: 6 - V(11,5) = 6 - 55440 = 332 640,

o matematika prvni hodinu: prvni hodina je pevnd, zbytek V(11,5) = 55 440.

9. Sedm déti
o a) do fady — poradi vSech déti, permutace: 7! = 5040,
e b) nejvyssi dité stoji pevné uprostied, ostatnich 6 libovolné: 6! = 720,
e ¢) na kraji jsou 2 mista (vlevo/vpravo), zbytek 6!: 2 - 720 = 1440,
e d) ,ne na kraji“ je opak c¢): 5040 — 1440 = 3600,
e e) do kruhu: kruh nemé zacétek — kdyz se vSichni posunou o jedno misto, je to stejné
rozestaveni. Jedno dité ,ukotvim® a ostatni fadim kolem néj: (7 — 1)! = 720.
10. Presmycky slova MATEMATIKA 151200

Slovo ma 10 pismen. Kdyby byla vSechna rtzna, je to 10!. Nékterd se ale opakuji: A trikrat, M
dvakrat, T dvakrat. Prohozeni dvou A nic nezméni, proto délim stejné jako u vagénii:

100 3628800

= =1512
30.21.2! 24 >1200
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